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zsdBs, ∀t ∈ [0, T ], X ∈ L2(Ω,FT , P ).
1995年彭实戈院士开创性地通过倒向随机微分方程提出了如下的非线性期
望—g-期望：





经典 g-期望和条件 g-期望的定义空间 L2(Ω,FT , P )扩张到空间 Lp(Ω,FT , P )：
Eg[X] := lim
k→∞
Eg[X1{|X|≤k}] , Eg[X|Ft] := lim
k→∞
Eg[X1{|X|≤k}|Ft].
其中：∀X ∈ Lp(Ω,FT , P ), 1 ≤ p < 2，生成元函数 g满足条件(A1)-(A3).
由如上的扩张定义和生成元 g函数的 Lp-极限表示定理讨论 Lp(Ω,FT , P )空间上
的 g-期望所满足的性质.
文献[8-10]等研究发现，L2(Ω,FT , P ) 空间上经典的 g-期望和条件 g-期望




















Shige Peng and E.Pardoux introduced the following generalized backward stochas-
tic differential equation in 1990：






zsdBs, ∀t ∈ [0, T ], X ∈ L2(Ω,FT , P ).
In 1995 Shige Peng pioneered the introduction of the following nonlinear expectation—
g-expectation via the above backward stochastic differential equation，that is:
Eg[X] = y0, Eg[X|Ft] = yt.
The introduction of this nonlinear expectation makes the backward stochastic differen-
tial equation theory has an extremely wide range of applications in the field of stochastic
control，partial differential equation，financial mathematics and econometrics，and
to be a powerful study tool in the theory of financial risk measurement.
In this article，we mainly study g-expectation and its applications in risk mea-
surement. First of all，expand the definition space of the classic g-expectation and
conditional g-expectation from L2(Ω,FT , P ) into Lp(Ω,FT , P ) by the following way:
Eg[X] := lim
k→∞
Eg[X1{|X|≤k}] , Eg[X|Ft] := lim
k→∞
Eg[X1{|X|≤k}|Ft].
where：∀X ∈ Lp(Ω,FT , P ), 1 ≤ p < 2，the generator g satisfy the condition(A1)-
(A3). By the above definition and the Lp-limit representation theorem of the generator
we discuss the proposition of g-expectation defined in the space Lp(Ω,FT , P )，where
p ≥ 1.
In literature [8-10] author study that the classic g-expectation and conditional
g-expectation defined in the space L2(Ω,FT , P ) could construct coherent risk mea-
sure and convex risk measure. This article further improving this part of the research
and theory in the space Lp(Ω,FT , P )，and discussing the relationship between the
g-expectation and the generalized non-linear expectations，Choquet expectation. Fi-
nally，this article make a more comprehensive review of the current popular method of
risk measurement，and briefly introduce the G-risk measurement system which intro-
duced by Shige Peng in the issue—”The application of risk management of the theory
of backward stochastic differential equations in the option market”.
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利也可以是亏损.若用 X 表示所有金融风险资产的集合，∀X ∈ X 表示风险资产
的不确定收益，则定义风险度量：












































定理；然后主要介绍了经典的L2(FT )空间上 g-期望和条件 g-期望的定义、性质
及生成元 g 函数的极限表示定理；最后在[26-27]、[7]的期望扩张基础启示下，
将 g-期望的定义扩张到一般的 Lp(FT )空间，并由[25]中生成元 g 函数的 Lp-极




究了 L2(FT )上经典的 g-期望和条件 g-期望可以生成相应空间上一致风险度量
和凸风险度量，根据第二章的 Lp(FT )上的 g-期望和件 g-期望的扩张定义和性


























































首先介绍一些记号、条件与定义：设 (Ω,F , P )为一概率空间，(Bt)t≥0是定
义在 (Ω,F , P )上的 d-维标准布朗运动.令 (FBt )t≥0为 (Bt)t≥0 生成的自然 σ-代数
流，即：
FBt , σ(Bs; 0 ≤ s ≤ t), ∀t ∈ [0, T ],
将 (FBt )t≥0完备化为 (Ft)t≥0，即：
Ft , σ(FBt ∪N ), ∀t ∈ [0, T ],
其中 T > 0为给定的正数，N 为所有 P -零测集所组成的子集.















Lp(Ft) , Lp(Ω,Ft, P ) , {ξ : ξ为实值的Ft −可测的随机变量且E|ξ|p < ∞}
Lp(T ; Rn) , Lp(0, T ;Rn)




其中，p ≥ 1，| · |表示 Rn上的Euclid范数.
我们考虑一般形式的BSDE：∀X ∈ L2(FT )，
{
dys = −g(s, ys, zs)ds + zsdBs
yT = X
,∀s ∈ [0, T ] (2.1)
称函数 g为BSDE的生成元，X 为BSDE的终端条件. (2.1)的积分形式为：







对于BSDE(2.1)的生成元 g : Ω× [0, T ]× R× Rd → R，考虑以下一般性条件：
(A1)（一致Lipschtiz条件）: g 关于 (y, z) 满足一致Lipschtiz条件，即：存在常
数 C ≥ 0,∀t ∈ [0, T ],∀(y1, z1)(y2, z2) ∈ R× Rd使得：
| g(t, y1, z1)− g(t, y2, z2) |≤ C(| y1 − y2 | + | z1 − z2 |), a.e.a.s. ;
(A2) ∀(y, z) ∈ R× Rd, g(·, y, z) ∈ L2(T ;R) ;
(A3) ∀y ∈ R, t ∈ [0, T ], g(t, y, 0) = 0, a.e.a.s. ;
定理 1（解的存在唯一性）[32]：
若生成元 g满足条件(A1)、(A2)，则BSDE(2.1)和(2.2)存在唯一一对解：
(yt(g, T,X), zt(g, T,X))t∈[0,T ] ∈ L2(T ;R)× L2(T ;Rd).
定理 2（解的比较定理）[32]：
若生成元 g1, g2满足一般性条件(A1)、(A2)，∀X1, X2 ∈ L2(FT )，








dyis = −gi(s, yis, zis)ds + zisdBs
yiT = Xi
,∀s ∈ [0, T ], i = 1, 2;



























设 (Ht)t∈[0,T ] 为一 Ft 适应可测过程使得：
∫ T
0









H2s ds}, B′t , Bt −
∫ t
0
Hsds, dQT , MT dP,
则 QT 也为概率测度，随机过程 (B
′
t)t∈[0,T ]在 QT 下为 Ft-可测的布朗运动.
彭实戈院士在[32]提出：当BSDE(2.1)的生成元 g = aty + btz时，通过Girsaonv变




































dY x,ts = −f(Xx,ts , Y x,ts , Zx,ts )ds + Zx,ts dBs
Y x,tT = Φ(x)
,∀s ∈ [t, T ] (2.4)
其中 f : Rn × Rm × Rm×d → Rm, Φ : Rn → Rm 关于 (x, y, z)满足线性增长条件
且关于 (y, z)满足一致Lipschtiz条件使得(2.4)存在唯一解 (Y x,ts , Z
x,t
s )s∈[t,T ].




+ Lu + f(x, u, σT Ou) = 0



















定义 3：g-期望 Eg : L2(FT ) → R定义为：
Eg[X] , y0, ∀X ∈ L2(FT ) (2.5)
其中 y0为BSDE(2.1)在 t = 0时的解.
定义 4：条件 g-期望 Eg[·|Ft] : L2(FT ) → R定义为：
Eg[X|Ft] , yt(T, g,X), ∀X ∈ L2(FT ) (2.6)
其中 yt为BSDE(2.1)满足终端条件 X 在 t时刻的解.
同条件数学期望的性质一样，(2.6)定义的条件 g-期望是 L2(Ft)中唯一满足下式
的随机变量，即：
Eg[1AX] = Eg[1AEg[X|Ft]], ∀A ∈ Ft. (2.7)
性质 5[4][7][14]：















(1) Eg[c] = c, ∀c ∈ R;
(2a)若 X1 ≥ X2 a.s. ⇒ Eg[X1] ≥ Eg[X2];
(2b)若 X1 ≥ X2 a.s.且 P (X1 > X2) > 0 ⇒ Eg[X1] > Eg[X2]
若 X1 ≥ X2 a.s.有 Eg[X1] = Eg[X2] ⇔ X1 = X2;
(2c) ∀(y, z) ∈ R× Rd, g1(t, y, z) = g2(t, y, z), a.s.a.e. ⇔ Eg1 [X] = Eg2 [X];
(3)存在常数 C > 0使得：|Eg[X1]− Eg[X2]|2 ≤ C ‖ X1 −X2 ‖22;
(4)若 X 为 Ft-可测⇒ Eg[X|Ft] = X;
(5) Eg[E [X|Ft] | Fr] = Eg[X|Ft∧r], ∀r ∈ [0, T ];
(6)若 X1 ≥ X2, a.s. ⇒ Eg[X1|Ft] ≥ Eg[X2|Ft];
(7)若 g ≡ 0 ⇒ Eg[X] = E[X], Eg[X|Ft] = E[X|Ft];
(8)若 g关于 (y, z)为凸函数，则 Eg[·]与Eg[· | Ft]也为凸函数;
(9)若 g不依赖于变量 y，则Eg[X + β|Ft] = Eg[X|Ft] + β, ∀β ∈ L2(Ft);
此外，若 g关于 t连续，则逆命题也成立.
(10) Eµ[αX|Ft] = αEµ[X|Ft], ∀α ≥ 0
Eµ[αX|Ft] = −αEµ[−X|Ft], ∀α < 0
Eµ[X|Ft] = −E−µ[−X|Ft], 其中：Eµ代表生成元 g = µ‖z‖时的 g−期望;
定理 6（生成元 g的 L2-极限表示定理）[36]：
若 g满足(A1)-(A3)且关于 t连续，则对任意的 (y, z) ∈ R× Rd，有：




[yt(g, t + ε, y + z(Bt+ε −Bt))− y], ∀t ∈ [0, T ].
2.4 Lp空间上的 g-期望
在上一节，我们所讨论的 g-期望和条件 g-期望都是定义在 L2(FT )上的，
那么当 p ≥ 1时，如何定义 Lp(FT )上的 g-期望呢？在[7]中彭实戈院士把 g-期
望的定义空间扩张到 L1(FT )，同时在[26-27] g-期望的扩张思想的启示下：我们
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